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Unidad lll: Funciones trigonométricas y
sus graficas




Unidad IlI:

Funciones trigonomeétricas y sus graficas

Leccion 1
Leccién 2
Leccion 3
Leccién 4

Gréficas de las funciones trigonométricas.

Amplitud y Periodo de las funciones seno y coseno.
Forma: f(t) = £ Asen (Bx + C) + D.

Simetria y Paridad de las funciones seny cos

Objetivos de
aprendizaje:

Al finalizar las lecciones podremos:

v' Trazar la gréafica de funciones de la forma: f(t) = £ A sen
(Bx + C) + D.

v Identificar las caracteristicas de un fendmeno periddico
usando la informacién provista por la grafica.

v Utilizar funciones trigonométricas para construir modelos y
resolver problemas mateméaticos y del mundo real.

v' Comparar funciones trigonométricas entre pares e
impares.

Expectativas e
Indicadores:

ES.G.31.1

Compara transformaciones que conservan distancia y angulo con
aguellas que no los conservan (ejemplo. traslacidbn versus
estiramiento

horizontal)

ES.F.24.3

Grafica funciones expresadas simbodlicamente y muestra las
caracteristicas claves de la gréfica.

Grafica funciones trigpnométricas y muestra periodo, linea media (eje
primo), amplitud y desfase.

ES.F.24.4

Representa las funciones trigonométricas por medio de tablas,
gréaficas, expresiones verbales y ecuaciones.

Evalla funciones trigopnométricas para un numero real dado.
Reconoce las caracteristicas principales de cada una de las funciones
trigopnométricas (el dominio, el recorrido, las intersecciones con los
ejes, los valores maximos y minimos, las asintotas

y los intervalos donde es creciente o decreciente).

ES.F.28.4

Utiliza el circulo unitario para explicar la simetria (impar y par) y la
periodicidad de las funciones trigonométrica.

ES.F.29.1

Utiliza funciones trigopnométricas para construir modelos y resolver
problemas matematicos y de la vida diaria

ES.F.29.2

Escoge funciones trigonométricas para modelar fendmenos
periodicos con amplitud, frecuencia y linea media dadas.




Conceptos de la unidad:

Funciones Periddicas Creciente Valor maximo
Rango Decreciente Valor minimo
Dominio Periodo Amplitud
Puntos de interseccion Transformaciones Reflexion
Traslacion Simetria Asintotas

Exploracion de conceptos (Actividad Sugerida) 15 puntos

Construye tu glosario. Define los conceptos en tus propias palabras. Puedes buscar las definiciones
a través de las lecciones, usar diagramas o representaciones, usar el internet o un libro de texto
para explicar los conceptos.



Leccion 1: Graficas de las funciones trigonométricas

Recordemos las seis funciones trigopnométricas: Sen x Cosx Tan x Csc X Sec x Cotx
Cada funcion tiene una gréfica que representa su comportamiento y demuestra las
transformaciones que pueden ocurrir.
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Gréfica de secante (sec)
y = secx

Grafica de coseno (cos)
Yy = COSX
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Gréfica de cotangente (cot)

Grafica de tangente (tan)
y = cotx

y = tan x



Las seis funciones trigopnométricas son funciones periddicas. Se comportan de manera ciclica.
Cada funcién tiene una gréfica con unas caracteristicas que nos ayudan a identificarlas.

Yy yAa

u https://youtu.be/Q2nutzggbOk (KhanAcademyEspafiol, 2016)

FtpE iU CorVyes

Vamos a conocer las graficas de las funciones de seno y coseno.

Gréfica de la funcion de seno de x

_ami2 T2 ol 2 ™ a2 En oT2

Funcién: f(x) = sen x
Ecuacion: y = sen x
Dominio- {conjunto de todos los numeros reales}

= = = Rango [-1, 1]

‘\"\\,I"'Periédo 21
@ Puntos de interseccion : ...(-2m,0) (11,0) (0,0) (11,0) (21,0)...
Ceros de la funcion ( dénde la grafica toca el eje de x): ...,0, 1T, 21T ...
;. T ;. 3n
Valor maximo cuando x = 7Y Valor minimo cuando x = >

. . . 3Tt T T
Entre el intervalo de -21 a 21T, la funcidn de sen es creciente: -2 a T3 a PRy a 21

Entre el intervalo de -2 a 2, la funcidn de sen es decreciente: -

S|



https://youtu.be/Q2nutzqgbOk

Grafica de la funcion de coseno de x

_

Funcion: f(x) = cos x
Ecuacioén: y = cos x

Dominio {conjunto de todos los nimeros reales}

= = = Rango [-1, 1]

“_“Periédo 2m

@ Puntos de interseccién: ... (-3; ,0) (- E,O)(g ,0) (3711, 0) (0,1)

Ceros de la funcion ( dénde la grafica toca el eje de X): ..., =,

T 3T
PYRSIEEE

Valor maximo cuando x= 0, 2y Valor minimo cuando x =1
Entre el intervalo de -21T a 21, la funcidn de cos es creciente (donde la grafica de la funcion

sube):-ma0, TTaZ2m

Entre el intervalo de -21T a 21, la funcion de cos es decreciente (donde la gréfica de la funcion

baja): -2ma-mm,0ar
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https://youtu.be/-LWIvsSdpjq (EIShowDelNerd,2017)

https://youtu.be/kdBYhd2KESs (EIShowDelNerd,2017)



https://youtu.be/-LWlvsSdpjg
https://youtu.be/kdBYhd2kESs

Leccion 2: Amplitud y Periodo de las funciones seno y coseno
Amplitud

Cuando nos referimos a la amplitud de las funciones de seno y coseno nos referimos a un
alargamiento o acortamiento de la curva basica del seno. Veamos la grafica de sen x y cos x para
identificar la amplitud.

y = senx Yy = COS X

En las gréficas de y = sen x, y = cos x la amplitud es 1. Por tal raz6n podemos notar que sus
ondas se estiran o alrgan una (1) unidad.

Ahora observemos un cambio en la amplitud.

y = 4sen X y = 4c0os X
Como podemos notar, a diferencia de las graficas y = sen x, y = cos x las graficasy = 4 sen x,
y = 4 cos x se estiran 4 unidades.

10



Periodo

Previamente habiamos establecido que las funciones periddicas se comportan de manera ciclica.
Los valores de x se repiten cada cierto intervalo, a la longitud del intervalo se le llama periodo.

y = sen X y = COS X
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El periodo de ambas gréficas es de o es 21T .

— 777 Podemos ver el siguiente video para ver el efecto de la amplitud y el periodo
u en una grafica de una funcién trigonométrica.
https://youtu.be/SUr w7xuVXI (KhanAcademyEspafiol, 2013)

Ejercicios para Calificar
Puntuacion sugerida: 20 puntos
Amplitud y Periodo

o= b3 G I
Y
r'>

[
ad

Dada la grafica determina lo siguiente:
a) amplitud

b) periodo

c) ceros de la funcién

d) valores maximos y minimos

11


https://youtu.be/SUr_w7xuVXI

Leccion 3: Forma tAsen (Bx+C)+D

Conocemos la forma + A sen (Bx + C) + D como la forma o ecuacion estandar de la funcién. Ahora
vamos a identificar las partes de una funcion en su forma estandar. Cada letra representa una
transformacion en la gréafica de las funciones. Primero estudiemos las funciones de sen y cos.

PARTES DE FUNCION EN SU FORMA ESTANDAR

f{x] asen(bxxc)xd

DESPLA.Zﬂ.MlENTD
ﬁ.MPUTUD VERTICAL
DESPLAZAMIENTO

FECUENCIA / PERIODO
HORIZONTAL

(a) Amplitud: Valor que representa el alargamiento o acortamiento de la onda y esta antes de
la funcion.

Ejemplo A: y = sen x. La amplitud es |1| = 1. Frente a la funcion hay un 1, que no se escribe
pero su valor absoluto es 1.

Ejemplo B:y =- 4 cos (2x — 1) -2 . La amplitud es |—4| = 4. Frente a la funcién esté el valor de -4
y su valor absoluto es 4. El negativo nos indica que la gréafica es una reflexion sobre el eje de x.

2m
(b) Periodo: Para hallar el periodo aplicamos la férmula "

Ejemplo A: y =sen x . Frente a la variable x hay un 1, que no se escribe pero tiene valor de 1.
Entonces aplicamos la férmula para hallar periodo sustituyendo la b por el valor 1.

2T 21
—=—=21
b 1

Periodo de la graficay = sen x es 2m.
Ejemplo B:y = - 4 cos (2x — 1) -2. Frente a la variable x esta el valor de 2. Entonces aplicamos

la férmula para hallar periodo sustituyendo la b por el valor 2.

2T 2T
— = — =177
b 2

Periodo de la graficay = cos 2x es .

(C) Desplazamiento o traslacién horizontal: Para hallar el desplazamiento horizontal podemos
despejar el angulo.
Ejemplo: y=-4cos (2x — m) -2.
Despejamos el angulo (2x — 1) =0

2X—1m7=0
2X =17
T
X= =
2

12



También podemos hallar el desplazamiento horizontal aplicando la siguiente formula %C y

sustituimos con los valores que representan esas variables de la funcién.
Ejemplo: y=-4cos 2x—m) -2

-c _—-(-n) _m
b 2 2
Entonces la grafica se g unidades hacia la porque

es positivo.

(d) Desplazamiento o traslacién vertical: El valor que representa la d indica cuantas unidades la

grafica sube o baja de acuerdo a su signo.
Ejemplo: y = - 4 cos (2x — m) — 2 El valor -2 representa la d en la forma estandar. Entonces la

gréfica va a trasladarse o desplazarse dos unidades hacia abajo.

Practicando para las metas... *\

Observa las siguientes funciones.

Jilx)=2sen(2x—5)+4
[i(x)=5sen(2x—-5)+4
s Qué cambio ocurre en la grafica de
J;(x)al transformarse en f,(x)?
A un aumento en la amplitud
B una disminucidn en el periodo
C un cambio de fase a la derecha

Id un deslizamiento vertical

A) Un aumento en la amplitud

13



A. ¢Qué vamos entendiendo?  Ejercicios de Practica

Explica el comportamiento de las graficas de la siguientes funciones:
1

Ay= > Senx

B)y =-cos x

C)y=2sen2x+3

Respuestas correctas
A) Ocurre una reduccion a la mitad de la onda de la grafica de seno.
B) Ocurre una reflexién de la gréfica de cos.
C) Ocurre un aumento en la amplitud de la onda de la gréafica de seno su periodo cambia a 7y se
traslada hacia arriba tres unidades.

Veamos por partes el comportamiento de la graficay = - 4 cos (2x — 1) — 2. Observemos las
transformaciones de la grafica en la amplitud, periodo, desfase horizontal y el desfase vertical.

y = -4cosx
Aumento en la amplitud y Reflexion

Zm En

14



Aumento en la amplitud, Reflexién y Cambio en el periodo

Aumento en la amplitud, Reflexién, Cambio en el periodo y Desface horizontal




y=-4cos(2x—1)-2
Aumento en la amplitud, Reflexion, Cambio en el periodo, Desface horizontal y Desface vertical

Mo

-2m -3m/2 B 2 0 2 m 312 2n
4
5
— Para conocer mas sobre las formas estandar de las funciones de seny
u coseno y el comportamiento de sus graficas podemos ver el siguiente
video: https://youtu.be/ZBVVdWprwW4 (mathgc, 2012)

De no tener una calculadora gréfica, podemos utilizar herramientas de la web como Desmos
Graph, Geogebra y MathWay para trazar graficas y ver su comportamiento.

Ejercicios para Calificar
Puntuacion sugerida: 60 puntos
Tarea de Desempefio: Guia de graficas trigonométrica
Los estudiantes demostraran su comprension de como trazar funciones
trigonométricas creando una guia de gréficas.
Crearan una guia paso a paso de las graficas de las siguientes funciones
trigonomeétricas:
1) f(x) =senx + 3
2)y =-2cos (2x — ) -1
3) f(x) = 2 cos (2x — )
4)y = %sen X
5) y =-cos x
6)y=4sen (2x+ 1) -2



https://youtu.be/ZBVVdWprwW4

Deben explicar para cada gréfica:

a) amplitud

b) periodo

c) Describir las traslaciones horizontales, verticales y si ocurre una reflexion.

Tangente, Cotangente, Secante y Cosecante

Recordemos que la funcion secante es la funcion reciproca de coseno, la funcion cosecante es la

funcidn reciproca de seno y las funciones tangente y cotagente son reciprocas entre si. Las
funciones secante (sec), cosecante (csc), tangente (tan) y cotangente (cot) se comportan de similar
manera a las de seno y coseno (periodo, amplitud, desfase horizontal y desfase vertical), pero ahora
debemos afiadir las asintotas. Las asintotas son lineas que se extienden hacia el infinito e impiden
gue las graficas las intersequen. Las funciones trigonomeétricas tienen asintotas verticales en
aquellos puntos en que se anula el denominador, lo cual ocurre de manera periddica. Visualmente
no las vemos pero si notamos que las graficas se acercan a un punto y no lo cruzan. Veamos
algunos ejemplos en las graficas de tan y cot.

y= tan x - __y=cotx i
Puntos de interseccion de la grafica: Puntos de interseccion de la gréfica:

... (-2m, 0) (-, 0) (0,0) (,0) (2m, 0) ... (25 0) (5,0 G0) (Z-0) ...
\I;:rgézfllgsggn?g%?ggestl_ege asintotas La grafica de cotangente tiene asintotas
Recordemos: e verticales donde el sen = 0.

Si tan = & ' | valor d ~ 0 ent | Recordemos:

! an ~ cos y,e Va_ o.r €cos= ,_'en oncesfa | gjcot= % y el valor de sen = 0, entonces la
fun(’:|on no esta defm'df,lt' 1‘,? L“Q,E'O“ tan no funcion no esta definida. La funcion cot no esta
esta definida para... - —, —, 7, —..., notemos | gefinida para... -2, m, 0, 21... notemos las
las asintotas. asintotas.

T Ver el siguiente video: https://youtu.be/KI2ZWTyUX|gA, para conocer

u mas sobre las graficas de tangente y cotangente.

resgan ect peracts de Hipe inyUR comydcfLss
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https://youtu.be/KI2WTyUXjgA

Ejercicios para Calificar
Puntuacion sugerida: 48 puntos
Cuatro Funciones Restantes
Fuente: http://www.doe.state.la.us/topics/comprehensive_curriculum.html 1
Las cuatro funciones restantes

Puedes utilizar papel cuadriculado para trazar las gréficas de las funciones.
Asegurate de que los ejes tengan una escala apropiada y estén debidamente
rotulados. Por cada grafica halla:

1) el periodo

2) el cambio de fase

3) las asintotas

4) la ubicacion y valor de los puntos maximos, de haberlos

5) la ubicacion y valor de los puntos minimos, de haberlos

6) ¢ Alguna intercepcion en x o en y? Si los hay, ¢donde estan?
7) Corrobora tu dibujo con una calculadora grafica.

1.y =csc 2x
2.y =tanx + %
3.y=2secx-1

= T
4.y =-cotx - "

18



Leccidn 4: Simetriay Paridad de las funciones sen y cos

¢, Qué es simetria?
Imaginemos que podemos doblar la gréfica de y = cos x, por el eje y. Si los puntos de la grafica
coinciden y quedan unos sobre los otros, entonces la grafica es simétrica respecto al eje y.

Una funcion par es simétrica respecto al eje de y. Cumple con el criterio que los puntos de
negativo x coinciden con los de positivo x f(-x) = f(x) . Coseno es una funcién que tiene simetria
respecto al eje de y, por lo tanto es una funcién par.

cos (-x)=cos (x)

Una funcion impar es simétrica respecto al origen. Para que los puntos en las graficas de las
funciones impares coincidan, primero tendriamos que doblar la gréfica por el eje de y, luego por
eje de x. Seno es una funcién impar que tiene simetria respecto al origen, por lo tanto es una
funcién impar. En la grafica de sen, un elemento (-x) es la imagen opuesta de dicho elemento (x)
y satisface la escuacion f(- x) = - f(x).

sen (- X) =-sen (X)

Ejercicios para Calificar
Puntuacion sugerida: 30 puntos
Graficando Funciones Trigonométricas

19



Dada la grafica anterior determina lo siguiente:
1. ¢ Cudl funcion representa la gréfica?

2. Determina su periodo.

3. ¢Es una funcion par o impar?

4. Determina la ecuacion de la grafica.

Prueba Unidad Ill: Funciones Trigonométricas y sus graficas Valor sugerido: 60 puntos

Demuestra el procedimiento para hallar tu respuesta y explica en oraciones completas

cuando la pregunte lo amerite.

1) Selecciona la ecuacion que represente la

gréfica:
a) y=3tanx
b) f(x) = cos x
C) y=tanx

d) f(x) = cot x

2) La gréfica de cotangente tiene asintotas
verticales donde el cos = 0.

a) Cierto

b) Falso
Explique

3) Selecciona la ecuacion que represente la
gréfica:

a) y=4senx

b) f(x) =4 cos x

C) y=-4cos 2X
d) f(x) =sen 4x




4) cos (-X) = cos x
Determina si la funcion es:
a) Par
b) Impar

5) Sin trazar la gréfica de la funcion, ¢qué
transformacién ocurre entre la ecuacion de la
grafica ay la ecuacion de la grafica b? Explica

a)y=20032(6-§“)+3

b)y:-zcosz(e-§°)+3

6) Selecciona la ecuacion que represente la

grafica:
a) y=senx
b) f(x) = cos x
c) y=tanx

d) f(x) =cot x

-51/2 2 32 - -m2

sm2

7) Traza la grafica de la funcion, y = 2 tan x.

21



8) Sin trazar la gréfica de la funcion, ¢qué
transformaciones ocurren entre la ecuacion de
la grafica a y la ecuacién de la grafica b?
Explica

a)y=20032(9-g“)+3

b)y:-zcos(e-§°)+3

9) Dada la funciény = 3 sen (2x - %) + 2 contesta las siguientes preguntas:

a. ¢ Cuél es la amplitud?

b. ¢ Cudl es el periodo?

c. ¢,Cual es la frecuencia?

d. ¢Hay un deslizamiento horizontal? _ Si
es asi, el deslizamiento esta a

unidades a la derechal/izquierda.

e. ¢Hay un deslizamiento vertical? _ Sies

asi, el deslizamiento esta a unidades hacia arriba o hacia abajo.

10) Dada la siguiente grafica, determina:
a) simetria

b) par o impar

22



Unidad IV: Identidades
Trigonomeétricas

23



Unidad IV: Identidades Trigonométricas

Leccién 5 Identidades Pitagoricas

Lecciéon 6 Formulas de adicidon y diferencia para sen, cos y tan
Leccion 7 Formulas de Angulo Doble y Angulo Medio

Objetivos de
aprendizaje:

Al finalizar las lecciones podremos:
v Definir y demostrar la Identidad Pitag6rica Fundamental.
v’ Diferenciar entre formulas de angulo doble y angulo medio
para calcular el seno y el coseno del angulo.
v' Demostrar que un angulo de triangulo rectangulo se
cumplen las identidades fundamentales: reciprocas, de

cocientes, pitagoricas, angulos negativos.

Expectativas e
Indicadores:

ES.G.33.2

Coémo aplicar una variedad de identidades trigonométricas,
incluyendo las formulas de angulo doble y angulo medio.

ES.G.33.4

Como interpretar identidades trigopnométricas para evaluar funciones
trigonométricas.

Conceptos de la unidad:

Identidad

Identidades Reciprocas
Identidades Cociente
Identidades Pitagéricas
Formula de Angulo Doble
Formula de Angulo Medio
Formula de la Adicién y

Diferencia

24



Leccion 5: Identidad Pitagorica

Antes de comenzar a estudiar la identidad pitagorica debemos recordar las funciones
trigonométricas fundamentales previamente estudiadas.

1 1 1 sen x

CSC X = COsS X = tan x = tan x =
sen x secx cot x cos x
1 1 1 cos x

sen X = SeC X = cotx = cotx =
csc x cos x tan x senx

Identidades Reciprocas

Identidades Cociente

Usamos las identidades trigopnométricas para evaluar funciones. Vamos a evaluar sec g + 2 cot %
usando la informacién anterior y el circulo unitario para evaluar.

+2cot =
4

Primero determinamos que =

Luego determinamos que cot g =
V2

m
COS- -

=1

2
+ sen% V2
2

Sustituimos en la expresion
+2cot 7

+2 (1)

Resolvemos
+2 (1)
=4

Medidas del circulo unitario en grados y radianes, y valores del seno y del coseno

[1\;'5

2 2

2z

14
2" 2

25




B. ¢Qué vamos entendiendo?  Ejercicios de Practica

Completa el ejercicio

tanZ + 2 cos =
3 6
Vi +2(2)

23

Ahora usaremos las Identidades Pitagdricas para evaluar funciones trigonométricas. Las
identidades pitagoricas son:

>

2

sen®a + cos?a =1

1+ tan® a = sec? «

1+ cot?a =csc?a

Identidad Pitagorica Fundamental
El seno al cuadrado mas coseno al cuadrado es igual a uno ( sen? a + cos? a = 1).

Lo obtenemos al aplicar el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo que se forma en el circulo
unitario. La identidad Pitdgorica se puede utilizar para reescribir 0 evaluar otras expresiones
trigonometricas equivalentes. También se utilizan cuando estamos simplificando o factorizando
expresiones trigonomeétricas. Veamos algunos ejemplos de las identidades pitagoricas y
aplicaciones de las mismas:

Identidad Pitagorica Ejemplos
sena+cos’a=1 A) Simplifiquemos la expresion: 1- sen® a (cos? a)
De la identidad pitag6rica podemos obtener
otras igualdades: 1- sen? a (cos? a) Sustituimos
Senj a=1- COSZZ“ cos? a (cos? a) Multiplicamos
cos“a=1—sen”«a




= costa

1+ tan® @ = sec®«a
También podemos obtener:
tan® a = sec’a — 1
1 =sec’a —tan®*a

sen 0 cos 0

B) Simplifiguemos la expresion:
) Simplifiqu xpresi cos @ 1+ sen 0

Combinemos las fracciones usando un comun
denominador
sen 6 cos 0

_ senB(1+sen 0)+ cos? 0
1+ sen 6

cosO(1+ sen 9)

cos @

1+ cot’a =csc?a
También podemos obtener:

1 =csc?a— cot’a

cot’?a = csc?a—1

sen B(1+sen 0)+ cos? 0

cosB(1+sen 0)
_sen 0+ sen? 6+ cos? 0

cos0(1+ sen 0)
sen 8+ 1

cos0(1+ sen 0)

Multipliqguemos

Identidad Pitagérica

Simplificamos y cancelamos

1
" cos@

Usamos identidad reciproca

= sec®

Demostracion de Identidades
Trigonométricas

Podemos demostrar que una
ecuacion trigopnométrica
determinada es una identidad
aplicando una serie de claves o
una serie de guia para facilitar el
proceso:

v" Podemos empezar con un
lado. El objetivo es
transformar un lado en el
otro.

Apliguemos algebra y
usemos las identidades
conocidas para simplificar
las expresiones. De ser
necesario trabajemos los
denominadores comunes
y factorizar.

Ejemplo
Demostremos que:
CcSCx - cotx (cos x) = sen x

csc x - cot x (cos x) = sen x Sustituimos por identidades

reciprocas
1 COoS X

senx senx

(cos x) = sen Multiplicamos
2

1 cos
- =senx
senx Ssenx
1- cos? x _
— = senx Comun denominador
sen x
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v

Intentar reescribir en
términos de seno y
coseno.

sen x

sen? x
sen x

1— cos?

X
Observemos que podemos sustituir por una

Identidad pitagorica fundamental para llegar a sen X,
entonces nos queda...

= sen x

sen X =sen X jQuedd demostrado!

Escriba la espresion trigonométrica en términos de sen, cos y simplifica:

1. cos x tan x
2. tan? X - sec? x

3. Demustre que ...

sen 6
tan 6

=cos 6

Ejercicios para Calificar

Puntuacion

sugerida: 15 puntos
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Leccion 6: Formulas de adicion y diferencia para sen, cos y tan

FORMULAS DE ADICION Y SUSTRACCION

Férmulas para seno: sen(s + ) = senscost + cos s sent

sen(s — f) = sens cost — Cos s sen

Férmulas para coseno: cos(s + 1) = cos scost — sens sen !

cos(s — 1) =cosscost + senssent

tans + tant
Férmulas para tangente: tan(s + 1) =

|l —tanstant?

tans — tant7t

tanl{s — 1) =
( ) | +tanstant

Imagen recuperada de file:///D:/precalculo_matematicas_para_el_calculo-1%20(1).pdf

Usemos las formulas de suma y diferencia para resolver expresiones hallando su valor exacto.
Ejemplo A: Queremos hallar el valor exacto de cos 75°

Veamos que 75° = 45° + 30° Conocemos los valores exactos de cos 45° y 30°, entonces usamos la
Formula de la Adicién para coseno.
cos(s+t)=cosscott-senssent

cos 75° = cos (45° + 30°) Sustituimos por la férmula de adicion para coseno

= cos 45° cot 30° - sen 45° sen 30°

V243 V21

= ? ? - ? E Sustituimos por los valores exactos de la funcién (busca en el circulo unitario)

y Simplificamos

_\/2\/§_,/2(1):\/_€_£ _ J6—/2

4 4 4 4 4

6—2
4

cos 75° =
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Podemos verificar usando una calculadora cientifica o gréfica que el valor de cos 75 grados = .2588

y = =. 2588

Ejemplo B: Encontremos el valor exacto de sen 20° cos 40° + cos 20° sen 40°

sen (s +t)=senscost+cosssentUsemos la formula de adicion para seno

sen 20° cos 40° + cos 20° sen 40° = sen (20° + 40°)

= sen (60°) Sustituimos por el valor exacto de la funcion

V3

7 valor de sen 60°

V3

Entonces sen 20° cos 40° + cos 20° sen 40° = ?

Ejercicios para Calificar
Puntuacion sugerida: 20 puntos
Use la férmula de la adicion o diferencia para hallar el valor exacto de las
expresiones:
1.sen 75°
2. cos 105°
3.sen 15°

4. tan 15°
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Ejercicios para Calificar

Tarea de Desempefio: Encontrar errores en identidades trigonométricas
Puntuacion sugerida: 30 puntos

¢,Donde lo hice mal? Encuentra la parte del problema que hice incorrecta y enciérrala en un
circulo con un lapicero/lapiz/marcador de color distinto.
Describe lo que debi haber hecho.

1) cos (15°) = 2) tan (60° + 45°)
:_E.CJL IS "__:C:} 4 %I').r’.'.ﬁlj'f tanls
(0545 o6 +SIN45SINa0 T
In":v{‘rjw b'-ljl | = tanb0+on4s
i .'li ] -
5'2% 23 & iD i
'J:_ "::;-\ _‘_:— :
T X L TR
= (F S-acHBd e ¢ | —343
A\3 _\Va 2z (13 | 5
2l 1 '_; .-+-m
L2 ] o 0 |
. | 38 =
-6+ | =5 18
)
-2 (\




Leccion 7: Formulas de Angulo Doble y Angulo Medio

FORMULAS DE ANGULO DOBLE

Férmula para seno: sen 2x = 2 sen X cos X
> >
Férmula para coseno: cos 2x = CcOoS"X — sen X
.2
=]—2senx
=2cosx — 1
2 tan x

Férmula para tangente: tan 2y = —————
I — tan"x

Imagen recuperada de file:///D:/precalculo_matematicas_para_gl_calculo-1%200(1). pdf

Usando la formula de angulo doble

Hallemos el valor de sen 120 grados usando la férmula de angulo doble para seno. Recordemos
gue podemos buscar el valor del sen de 60° y que 2 veces 60° = 120°. Por lo tanto sen 120° =...

sen 2 (60°) = 2 sen (60°) cos (60°) Usamos la formula de angulo doble para sen

V3

1
=2 (?) (5 ) Sustituimos por los valores de la funcion para los angulos y Multiplicamos
y simplificamos la expresion

24/3
4

3
sen 2 (60°) = g
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Hallemos el valor de tan 120 grados usando la formula de angulo doble para tan.

2tanx

tan 2x = ———— Usamos la férmula de angulo doble para tan
1-tan<x
2tan 60 o ., ,
tan 2(60°) = ————— Sustituimos por los valores de la funcion para los angulos
1-tan< 60
2(V3)
2 0\ = ———M M ——
tan 2(60°) 1 (V3)?
2+/3
0\ = —
tan 2(60°) 1= (V32

2v3
tan 2(60°) = — Simplificamos y cancelamos

=V

Ahora trabajaremos algunos ejemplos de las férmulas de angulo medio (semiangulo). Observemos
las formulas, se refieren a la mitad del &ngulo en cuestion.

FORMULAS DE SEMIANGULO

i
u ,’l — CcOos U u f 1 + cosu
sen = = = [ — COS = = | e
2 Y 2 2 YV 2
u | — cosu sen u
tan— = =
2 sen u 1 + cosu

La opcién del signo + o — depende del cuadrante en el que se encuentre /2.

imagen recuperada de file:///D:/precalculo_matematicas_para_sl_calculo-1%20(1).pdf
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Usando la formula de &ngulo medio.

Hallemos el valor de cos de 22.5°. Recordemos que podemos buscar el valor del cos de 45° y que 2

veces 22.5° = 45° Por lo tanto cos 22.5° =. ..

1+cosu

Ccos % = + Usamos la formula de mitad de angulo para cos

- 2

45 1+cos 45 - . p
Ccos 5 = + — Sustituimos por los valores de la funcion para el angulo

Y YT Y
45 1432 4 < ™
cos — = + { = | )|
2 2 4 1+"? _ += 242 J
S— T2 T T2 T e N
C s
S
45 2+vV2
cos— = + 2 Simplificamos

45 N2+ V2

COS7 = 2

Ahora vamos a hacer una prueba para el valor de tan de 30°.

30 1-cos 30 - ., ,
tan 5 = + Trcos30 Sustituimos por los valores de la funcién para el angulo
COS

1

1—? Simplificamos y hallamos el Comun denominador
+_
2
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45
tan —

45
tan —
2

45
tan —

1
=+ |2
2
.
3
_ V3
3

2t )

2 2

Z+¥1 T 3 -

EEER
i

N | W

e ., . 1
Recordemos division de fracciones > +

. . . 1 3, _
Racionalizamos el denominador 5 (\/—g) =

N | =

V3

3

X

2
3

1

2
= — entonces...
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Prueba Unidad IV: Identidades Trigonométricas Valor sugerido: 60 puntos

Demuestra el procedimiento para hallar tu respuesta y explica en oraciones completas

cuando la pregunte lo amerite.

1) ¢ Cual NO es una identidad?
a) 1+ cos?0 = sen?0
b) csc?0 — 1 = cot?0
c) 1+ tan?0 = sec?0

d) 1-sen?®0 = cos?0

2) Evalle cos g +2 sen %

3) Use la formula de mitad de dngulo para evaluar cos 15°

4) Use la formula de mitad de angulo para evaluar sen 105°

N . . cosxsecx
5) Verifique la identidad demostrando que Tonx = cot X

6) Simplifiqgue sen u + cotu cos u

7) Verifique la identidad demostrando que cos 6(sec 8 — cos 8) = sen?8
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8) Usando la férmula de angulo doble halla el valor de cos 120°

9) Simplifique

sen xsecx

nx

10) Use la férmula de la adicion y diferencia para hallar el valor de cos 75°

Medidas del circulo unitario en grados y radianes, y valores del seno y del coseno

[1.2 [_1 ]
a5 e 2~ 22
[_v2.£] 2x n V2 g]
2
[_5 )
a2
[_ﬁ
=,
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